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 Вступ 
 
Однiєю з важливих задач перспективного планування є раціональне 
розташування транспортних підприємств по відношенню до існуючої мережi 
пунктiв споживання, пiдприємств виробництва, та системи складського 
господарства. Зазвичай ця проблема повязана з тим фактом, що значна доля 
товарiв (як промислової так i харчової продукцiї), яка пiдлягає перевезенню вiд 
мiсць виробництва до пунктiв призначення (споживання), повинна бути 
попередньо доправленою на склади чи розподiльчi бази для їх сортування, 
попередньої обробки тощо. Означену промiжну роль складiв та баз можуть брати 
на себе перевантажувальнi станцiї, контрейлернi пункти, порти i т.п. В зв’язку з 
цим важливого значення набуває проблема оптимальної взаємодiї постачальникiв, 
споживачiв та пунктiв попередньої обробки та зберiгання. Отже, однією з 
основних проблем є логiстичний аналiз наступної ситуацiї: "з якого пiдприємства 
на який склад" i "з якого складу якому споживачу" слiд вiдправити продукцiю так, 
щоби сукупнi затрати на доставку товарiв були б мiнiмальними. Таким чином, при 
виборi мiсць для розташування пунктiв виробництва, складських примiщень, баз 
та перегрузочних станцiй, необхідно враховувати затрати як на перевезення 
сировини, готової продукцiї, так i вартiсть за ї ї зберiгання та попередню обробку 
на складах чи розподiльчих базах. Одним iз можливих пiдходiв до розв’язання 
такої проблеми грунтується на залучення мережевої моделi двоетапної 
транспортної задачi. 
Серед сучасних методiв оптимiзацiї i планування транспортних процесiв 
значна роль належить мережевим методам. Особливо це стосується тих 
транспортних задач, якi мають цiлком природну iнтерпретацiю як мережевi задачi. 
Зазвичай вони пов’язанi з певною мережею транспортних маршрутiв 
(автомобiльних дорiг, залiзничних сполучень, водяних шляхiв, маршрутiв 
повiтряних трас тощо. 
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 1. Транспортнi мережi. Основнi поняття 
 
Означення 1. Графом ξ будемо називати будь-яку систему вiдрiзкiв, у 
певний спосiб з’єднаних мiж собою. Названi вiдрiзки, якщо їм приписано напрям, 
називатимемо дугами графа, інакше - його ребрами. Точки, що є кiнцями або 
початками дуг (чи вiдрiзкiв) графа, називаються вершинами графа.  
Кожна з вершин графа ξ позначається певним номером (натуральним 
числом: 1, 2, 3, . . . ). Дуги графа надалi позначатимемо як впоядкованi пари (i, j). 
Отже кожнiй дузi вiдповiдає впорядкована паравершин (i, j), де перший iндекс i 
означає початок дуги, а другий індекс j − її кiнець (див рис. 1). Такi вершини, 
надалi, називатимемо сумiжними або iнцидентними. Вiдповiдно ребра графа 
(ненапрямленi вiдрiзки) позначатимемо символом [i, j]. 
 
Означення 2. Шляхом у графi називається послiдовнiсть дуг {(i1, i2), (i2, i3), 
(i3, i4), . . . , (ik−1, ik)} , кiнець кожної з яких збiгається з початком наступної, 
окрiм останньої. 
Шлях надалi позначатимемо послiдовнiстю вершин, через якi він проходить, 
тобто {i1, i2, . . . , ik}. 
 
Означення 3. Контуром називається шлях {i1, i2, . . . , ik, ii}, початкова 
вершина якого збiгається з кiнцевою. 
 
Означення 4. Граф F називається сильно зв’язаним, якщо будь-якi його двi 
вершини i i j можна з’єднати шляхом, що йде з i в j. 
Якщо в означеннях 2–4 поняття дуги замiнити на поняттям ребра, то 
дiстанемо означення ланцюга, циклу, та зв’язаностi графа, вiдповiдно. Легко 
збагнути, що ребра дуг, якi утворюють шлях i контур, завжди утворюють ланцюг i 
цикл, проте зворотне твердження є не вiрним. 
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Рис. 1.1. Приклад графу 
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 Означення 5. Деревом називається граф, який не має циклiв i в якому 
кожна пара вершин зв’язана мiж собою деяким ланцюгом ребер. 
 
Означення 6. Транспортною мережею M будемо називати довiльний граф 
ξ, складовим якого (дугам, вершинам, ребрам) поставленi у вiдповiднiсть певнi 
параметри, що визначають їх властивостi. 
При цьому вершини такого графу утотожнюються з станцiями, пунктами 
вiдправки товарiв, базами, складами тощо, а дуги чи ребра графу являють собою 
шляхи сполучень мiж сумiжними пунктами. 
Надалi довiльну транспортну мережу будемо утотожнювати з наступною 
сукупнiстю об’єктiв: 
 
M = (ξ,A,C,D,Rb, Pp,Dt) , де позначено: 
(a) ξ − граф, що являє остов транспортної мережi, або шляхи сполучення мiж 
станцiями; 
(b) A − множина вершин графу, яка допускає декомпозицiю 
 
ptb AAАА ∪∪=  
 
 
                                                     k 
                                           xik    xi1              1 
 
                 j                            i                      m 
                               xij                                  xim 
                                               (+ai) 
 
Рис. 1.2. Фрагмент транспортної мережі з товарними потоками 
 
в якій Аb є множиною станцій відправників товару, Аt транзитні станції (склади, 
перевалочні пункти, сортувальні пункти), і Ар – пункти призначення 
(с) { }jiСC =  − масив значень вартостей перевезень (відстаней, часових 
затрат) між суміжними станціями (тут Сij – вартість перевезення одиниці вантажу 
від станції і до станції j); 
(d) { }ijdD =  − масив числових значень пропускних спроможностей шляхів 
сполучень між суміжними станціями (наприклад, dij – максимальна кількість 
однорідного вантажу, який водночас може бути перевезений від станції i до 
станції j); 
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 (е) { }biib ARR ∈∀= ⋅
⋅
 − обсяги продукції на станціях-відправниках, що 
підлягають перевезенню; 
(f) { }piip APP ∈∀= ⋅⋅  − обсяги потреб в продукції на станціях призначення; 
(g) { }tiit ADD ∈∀= ⋅⋅  − пропускна здатність транзитних станцій, або інакше, 
обсяги продукції, які можуть прийняти на збереження чи попередню переробку 
склади сортувальні станції. 
Для ілюстрації наведемо фрагмент транспортної мережі, в якій пункт з 
номером і відправляє груз в кількості аі тон (див. рис.2). 
Надалi довiльну транспортну мережу будемо дотримуватися наступних 
позначень: станцію-відправник товару виділятимемо квадратною рамкою, станцію 
призначення – кружечками з номерами станцій всередині, решта станцій – 
трикутними рамками. 
 
2. Математична постановка двоетапної транспортної задачі 
 
Як зазначалося вище, типовою ситуацiєю в транспортному менеджментi є 
наявнiсть численних технологiчних ланцюгiв, якi включають пiдприємства, що 
добувають сировину, пункти, якi виконують рiзнi стадiї обробки такої сировини, i 
пункти, де споживається готова продукцiя. 
Отже, оптимальне розташування означених пiдприємств та пунктi 
попередньої обробки повинно доставляти мiнiмум не лише загальних 
транспортних затрат, але мiнiмiзувати затрати, якi пов’язанi iз складськими 
операцiями. В зв’язку з цим введемо наступнi припущення. 
Нехай масив пiдприємств-вiдправникiв Ab мiстить m станцiй: 
 
{Ab,1,Ab,2, . . . ,Ab,m} 
 
з наявними ресурсами продукцiї, що пiдлягає вiдправленню, вiдповiдно. 
 
Rb = {R1,R2, . . . ,Rm}. 
 
Нехай вiдомi також n станцiй-призначення: 
 
Ap = {Ap,1,Ap,2, . . . ,Ap,n}, 
 
потреба в готовiй продукцiї на яких вiдповiдно дорівнює: 
 
Pp = {P1, P2, . . . , Pn}. 
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 Окрiм цього вважатимемо, що на шляху до споживачiв кожна одиниця 
продукцiї повинна бути завезена на один iз складiв: 
 
At = {At,1,At,2, . . . ,At,r} 
 
потужностi (мiсткiсть) яких вiдповiдно дорівнюють: 
 
Dt={D1,D2, . . . ,Dr}. 
 
Нехай cik заздалегiдь обчисленi затрати на перевезення одиницi продукцiї вiд 
довiльного вiдправника Ab,i на довiльний склад At,k; 
ckj – затрати на перевезення одиницi продукцiї зi складу At,k до споживача 
Ap,j; sk – затрати, що пов’язанi iз зберiганням та попередньою обробкою одиницi 
продукцiї на складi At,k. 
Вважатимемо, що сумарна потужнiсть складiв не може бути меншою 
наявної кiлькостi продукцiї, яка пiдлягає перевезенню, тобто: 
 
∑∑
==
≥
m
1i
i
r
1K
k RD  
 
В свою чергу загальна потужнiсть вiдправникiв продукцiї не може бути 
меншою вiд сукупних потреб в готовiй продукції: 
 
∑∑
==
≥
n
1j
j
m
1i
i PR  
 
Надалi вважатимемо (для простоти), що задача є збалансованою, тобто 
виконується спiввiдношення: 
 
∑ ∑
= =
=
n
1j
m
1i
ij RP       (2.1) 
 
Нехай є заданою транспортна мережа, яка пов’язує мiж собою станції- 
вiдправники, склади та станцiї призначення. Припускається, що така мережа не 
мiстить ребер (чи дуг), якi на пряму пов’язують станцiї-вiдправникiв зi станцiями 
призначення готової продукцiї. Такий зв’язок є опосередкованим, принаймi через 
один iз складiв (див рис. 2.1). 
Пов’яжемо з кожним ребром [i,j] транспортної мережi деякий обсяг 
перевезень xxj. В результатi, транспортнiй мережi можна поставити у вiдповiднiсть 
масив значень X={xxj}, який називатимемо планом перевезень. 
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               відправники                            склади                      отримувачі 
 
Рис. 2.1. Транспортна мережа в двоетапнiй задачi 
 
Оскiльки задача полягає в забезпеченнi станцiй призначення певним 
обсягом продукцiї, яка повинна бути перевезена вiд станцiй-вiдправникiв з 
обов’язком перерозподiлом на складах, то величини xij не можуть набувати 
довiльних значень, а повиннi пiдкорятися певнiй системi обмежень (див. рис. 2). 
Зокрема, нехай xik − це обсяг поставок вiд станцiї-вiдправника Ab, i на склад At,k (за 
умови, що в транспортнiй мережi iснує ребро [i,k], яке їх поєднує). Нехай xkj − 
обсяг поставок з складу At,k до станції призначення Ap,j. 
Тодi: 
1) на кожному ребрi [i, j] заданої транспортної мережi виконується умова 
невiд’ємностi перевезень та обмеження щодо пропускної здатності: 
 
0 ≤ xij ≤ dij      (2.2) 
 
2) кожна iз станцiй призначення Ap,j повинна отримати продукцію в обсязi, 
який в точностi дорiвнює її потребам Pj , тобто: 
 
.n,...1,Plхх jj
Pl
j
Pk
kj
jj
=∀=− ∑∑
∈∈
   (2.3) 
 
Тут через вхjP  − позначаємо масив номерів тих станцій (складів), які є 
інцидентами з станцією Арj. а через вхjP  − масив тих станцiй (окрiм складiв), з 
якими є iнцидентною станцiя Ap,j. Iншими словами, оскiльки Ap,j може виступати в 
ролi транзитної станцiї на шляху вiд складiв до решти пунктiв призначення, то 
  Ab1 
  Ab4 
  Ab3 
  Ab2 
At1
At2
Ap2 
Ap3 
Ap1 
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 спiввiдношення (2.2) означає, що рiзниця мiж обсягами отриманої продукцiї i 
вiдправленої далi по станцiї Ap,j повинна дорівнювати її потребi Pj. 
3) кожна iз станцiй-вiдправникiв Ab,i повинна вивезти свою продукцiю в 
повному обсязi, що означає наступне: 
 
m,...,1,kхRхl i
Rk
ii
Rl
i
ii
=∀=+ ∑∑
∈∈
   (2.4) 
 
Тут вхiR  є масивом тих станцiй-вiдправникiв, якi є інцидент ними з Ab,i 
(тобто вони можуть використовувати Ab, i як транзитну станцiю), а через 
вих
іR позначено сукупнiсть пунктiв призначення (складiв), з якими станцiя Ab, i є 
iнцидентною; 
4) обсяг продукцiї, яка поступає на кожен склад не може перевищувати його 
максимальної потужності: 
 
m,...,1,Dх ik
Di
kі
k
=∀≤∑
∈
     (2.5) 
 
Тут ВХkD  − сукупність станцiй-вiдправникiв, що є інцидент ними з складом 
At,k; 
5) загальний обсяг продукцiї, яка поступає на кожен iз складiв At,k, повинен 
бути повнiстю вивезеним з цього складу, тобто: 
 
m,...,1,хх i
Di kDj
kjіk
k
=∀=∑ ∑
∈ ∈
    (2.6) 
 
Означення 7. Будемо казати, що план перевезень X={xij} є припустимим, 
якщо для нього виконуються умови (2.2) – (2.6). Множину всiх припустимих планiв 
позначатимемо як M. 
Для того, щоб навести математичну постановку двоетапної транспортної 
задачi, формалiзуємо сумарнi фiнансовi затрати, якi пов’язанi з довiльним 
припустимим планом перевезень X ∈ M. Нехай cik − затрати на перевезення 
одиницi продукцiї вiд станцiї-вiдправника Ab,i на склад At,k чи транзитну станцiю 
Ab,k (за умови, що в транспортнiй мережi iснує ребро [i,k], яке їх поєднує). Нехай 
Sk – затрати на поставку одиницi продукцiї з складу At,k чи транзитної станцiї Ap,k 
до станцiї призначення Ap,j. Нехай Sk – затрати на зберiгання та попередню 
обробку одиницi продукцiї на складi At,k. В результатi, 
 
• ik
m
1i Rk
ik хC
i
∑ ∑
= ∈
 − сума затрат на перевезення продукції на склади; 
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 •
1 1 jk
r n
kj kj jl ij
k j l pj D
C х C х
= = ÎÎ
+å å åå  − сума затрат на перевезення продукції з складів до 
станції призначення; 
 
•
1
( )
k
r
k ik
k i D
S х
= Î
å å  − затрати на переробку та зберігання продукції на складах. 
 
Отже, сумарнi затрати, якi пов’язанi з залученням плану перевезень X ∈ M, 
даються формулою 
 
1 1 1 1
( ) ( )
i k k
m r n r
i kj kj j j k ik
i k D k j D j k i Il p j
l х C k C х C lх S х
= Î = Î = = ÎÎ
= + + +åå åå åå å å   (2.7) 
 
Таким чином, двоетапна транспортна задача полягає в пошуку такого 
припустимого плану перевезень Xopt ∈ M, при якому показник оптимальностi (2.7) 
(сумарнi затрати) досягає свого найменшого можливого значення, тобто 
 
)(min)( XIoptXI
MX
=
∈
    (2.8) 
 
Надалi казатимемо, що задача (2.8) є регулярною, якщо при існуючих 
обмеженнях на пропускну здатнiсть транспортної мережi множина припустимих 
планiв перевезень є непустою. 
Будемо розрiзняти наведену задачу для випадку, коли сумарна потужнiсть 
складiв дорiвнює загальнiй потребi в продукцiї на станціях призначення, тобто 
коли ∑∑
==
=
n
1i i
r
1k k PD  для випадку коли склади можуть вмiстити бiльшу кiлькiсть 
продукцiї, тобто ∑∑
==
>
n
1i i
r
1k PD . У першому випадку кожен iз складiв повинен 
повнiстю використати свої потужностi, якою б не була схема перевезення вантажу 
вiд виробникiв до споживачiв. За цiєї причини перевезення продукції зi складiв до 
станцiй призначення можна оптимiзувати в не залежності вiд способу закрiплення 
складiв за станцiями-вiдправниками. В результатi, вихiдна задача розпадається на 
двi незалежних задачi: 
 
(A) Перевезти продукцiю зі станцiй {Ab,1,Ab,2, . . . ,Ab,m} в обсязi {R1,R2, . . . 
,Rm}, вiдповiдно, на склади {At,1,At,2,..,At,r} в кiлькостi {D1,D2, . . . ,Dr} так, щоб 
сукупнi транспортнi затрати на доставку були мiнiмальними, тобто: 
 
1
( )
m
A ik ik
i k Di
I C
= Î
C = Cåå  
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 (B) Перевезти продукцiю з складiв {At,1,At,2, . . . ,At,r} в обсязi {D1,D2, . . .,Dr}, 
вiдповiдно, на станцiї призначення {Ap,1,Ap,2, . . . ,Ap,n} в кiлькостi {P1, P2, . . . , Pn} 
так, щоб сукупнi транспортнi затрати на доставку були мiнiмальними, тобто: 
 
1 1
( ) min
j
r n
В kj kj jl jl
k j p j j p
I C C
= Î = Î
C = C + C ®åå åå    (2.10) 
 
Зауважимо, що в цьому випадку величини )(
kIi
ik∑
∈
Χ  є сталими для кожного iз 
складiв, а саме k
Ii
ik D)(
k
=∑
∈
Χ  Отже, вираз const)(S
kIi
ik
r
1k
k =∑∑
∈=
Χ  є сталою 
величиною, а тому  
 
min I(X) = min {IA(X) + IB(X) + const} = min IA(X) + min IB(X) + const. 
 
У випадку, коли склади можуть вмiстити бiльшу кiлькiсть продукцiї нiж ї ї 
загальна наявнiсть на станцiях-вiдправниках ),PDтобто( n
1i
i
r
1k
k ∑∑
==
>  двоетапну 
задачу доставки продукцiї через систему ї ї перевантаження на складах потрiбно 
розв’язувати в комплексi. Це означає, що проблема закрiплення складiв за 
станцiями-вiдправниками i станцiями призначення є взаємопов’язаною i повинна 
розв’язуватися як єдине цiле. З цiєю метою всi склади долучаються як до системи 
поставщикiв (станцiй вiдправлення продукцiї) так i до системи споживачiв (станцiї 
призначення). При такому дублюваннi, кожен склад замiняють парою вершин на 
мережi, яка з’єднується мiж собою ребром, вартiсть проїзду за яким дорiвнює 
вартостi зберiгання на вiдповiдному складi, а його пропускна здатнiсть 
приймається рiвною потужностi вiдповiдного складу. При такiй модифiкацiї 
приходимо до класичної постановки транспортної задачi на мережi, яку зазвичай 
розв’язують методом потенцiалiв. 
 
 
3. Необхiднi умови оптимальностi в двоетапнiй транспортнiй задачi 
 
Нехай X = {xij} − довiльний припустимий план перевезень в двоетапнiй 
транспортнiй задачi (2.8). 
Означення 8. Будемо казати, що в транспортнiй мережi: 
 
)D,P,R,D,C,A,(M tpbℑ=     (3.1) 
 
при планi перевезень X={xij} ребро [i, j] є: 
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 1) вiльним, якщо xij=0; 
2) зайнятим, якщо 0 < xij < dij (тобто їх пропускна здатність використана не 
повнiстю); 
3) перенасиченим, якщо xij=dij (максимальна пропускна здатнiсть ребра 
вичерпана). 
Означення 9. Припустимий план перевезень називають невиродженим, 
якщо кiлькiсть зайнятих ребер складає N=m+n+k−1 одниниць, де m – кiлькiсть 
станцiй-вiдправникiв, n – кiлькiсть станцiй призначення, i k - кiлькiсть складiв. 
Iнакше, план називають виродженим. Перевезення, яке приходиться на зайняте 
ребро, називають базисним. 
З теорiї графiв вiдомо, якщо граф з N+1 вершиною є деревом, то вiн мiстить 
N ребер. Отже, та частина транспортної мережi, яка утворена зайнятими ребрами, 
являє собою дерево, тобто це зв’язний граф, який не мiстить замкнутих контурiв 
(циклiв). Для перевірки невиродженого плану на оптимальнiсть необхiдно 
скористатися наступним критерiєм: план X={xij} є оптимальним в задачi (2.8) тодi i 
тiльки тодi, коли кожнiй вершинi мережi можна поставити у вiдповiднiсть числа vi 
(далi потенцiали), якi б задовольняли таким умовам: 
 
,   0;s q sq sqV V C якщо X- £ =     (3.2) 
,  s q sqV V C якщо- =  0 ij ijX d£ £    (3.3) 
,   s q sq ij ijV V C якщо X d- ³ =     (3.4) 
 
У випадку, коли вихiдний план перевезень є виродженим, його безпосередня 
перевiрка на оптимальнiсть є неможливою (через неоднозначнiсть у визначеннi 
потенцiалiв вершин). Для цього такий план потрiбно модифiкувати, довiвши 
кiлькiсть його базисних перевезень до числа 1knmN −++=  Для цього слiд 
скористатися наступним правилом: якщо кiлькiсть базисних перевезень за цим 
планом є меншою нiж 1knmN −++= , то число базисних перевезень потрiбно 
поповнити за рахунок ребер з нульовими перевезеннями, чи перенасичених ребер, 
проте так, щоби новi базиснi ребра утворювали дерево з 1N + вершиною (iнакше 
кажучи, не допустити появи замкнутих контурiв). 
Якщо кiлькiсть базисних перевезень за вихiдним планом є більшою нiж 
1knmN −++= , то такий план мiстить циклiчнi перевезення. Подiбних 
перевезень потрiбно уникнути. Для цього визначають контур на графi з 
циклiчними перевезеннями. Нехай вiн мiстить, принаймi, одне перенасичене 
ребро. Тодi на рештi ребер, перевезення вдовж яких спiвнапрямленi з 
перевезенням на перенасиченому ребрi, визначають ребро з найменшим обсягом 
перевезень xmin. Далi, на усiх ребрах, через якi iде потiк продукцiї у обраному вище 
напрямку, обсяги перевезень зменшують на величину xmin, в той час як на рештi 
ребер (що вiдповiдають зустрiчним перевезенням) їх обсяги збiльшують на цю ж 
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 величину. При цьому, величину xmin потрiбно брати меншою, якщо виникає 
конфлiкт з порушенням пропускної спроможностi на зустрiчних перевезеннях. В 
результатi таких перетворень, на обраному контурi з’являється, принаймi, одне 
ребро з нульовим перевезенням. Тим самим, циклiчне перевезення прибрано. 
Пiсля цього потрiбно повернутися до перевiрки нового плану на невиродженiсть. 
 
4. Метод потенцiалiв на транспортнiй мережi 
 
Наведемо алгоритм розв’язання двоетапної задачi на мережi виходячи з 
методу потенцiалiв. Дляцього вихiдну мережу, яка вiдповiдає поставленiй задачi 
дооснастимо наступними позначеннями. Бiля кожного ребра транспортної мережi 
поставимо через дрiб показник вартостi перевезення вздовж цього ребра i його 
пропускну здатнiсть cij/dij . Бiля кожної станцiї-вiдправника (вершина графу у 
виглядi квадратної рамки) проставимо обсяг наявної продукцiї в дужках iз знаком 
плюс (див. рис. 4). Обсяги продукцiї, яку належить доставити на станції 
призначення (вершини мережi у виглядi кружечкiв), проставляються пiд 
вiдповiдними вершинами в дужках iз знаком мiнус (див. рис. 5). 
 
 
 
                                                   Хik     Cik/dik 
                                                                           Хil 
                                                                                 
                                                                               Cil/dim 
                                                                                            Cim/dim 
                      Cij/dij                                                             
                        Хji                                       (+Ri)                                         Хim 
 
Рис. 4.1. Фрагмент транспортної мережi 
 
 
 
 
                                                                Хik         Cik/dik    Хil 
 
                                                                                                Cil/dil 
                           Cij/dij                                                                        Cim/dim 
 
                                     Хji                                                            Хim 
                                                                      (-Pi) 
 
Рис. 4.2. Фрагмент транспортної мережi 
i 
i 
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Наведемо алгоритм розв’язання поставленої задачi за методом потенцiалiв. 
(S1) На цьому етапi будується початковий план перевезень: напрями 
вiдповiдних вантажопотокiв показуються стрiлками, а обсяги вантажiв – числом 
над вiдповiдною стрiлкою (див. рис. 4–5). Наприклад, розглянемо двоетапну 
задачу, яка задана мережею на рис. 6. Додатково вважатимемо, що вартiсть 
зберiгання на складах At1 та At2 вiдповiдно дорiвнює 15 та 20 умовних одиниць за 
 
 
           (+150) 
                                                             (400)                                       (-400) 
                                  5/100                                   5/100 
                                   50   300                                300  300 
150       4         8   150               7                      10                    8 
                                                                                         7 
                                        20 
                       50      (+150)                                    9       (-100) 
   (+100)    8           10         150                                 100              12 
                                                                                                                       (-100) 
       6/150                                   5/100 
                       (+200) 
(300) 
 
Рис. 4.3. Приклад двоетапної транспортної задачі одиницю продукцiї 
 
(S2) Цей крок торкається перевiрки запропонованого плану перевезень на 
невиродженiсть (див. означення 9). Якщо план є невиродженим, то перейти на 
крок 3. Iнакше, план пiдлягає корегуванню, як це зазначено в попередньому 
роздiлi. Зокрема, як видно iз прикладу на рис. 6, план включає 9 зайнятих 
(базисних) ребер, що є бiльшим нiж "кiлькiсть вершин графу 9 мiнус 1". Отже, 
план вироджений. Значить вiн мiстить циклiчнi перевезення. Легко бачити, що 
таким циклом є {Ab1,At2,Ab4,Ab2}. Оскiльки цей цикл включає одне перенасичене 
ребро [At2,Ab4], то обираємо xmin=min{150}=150. Тодi, корегуючи перевезення 
вздовж обраного циклу, приходимо до нового плану (див. рис. 7). 
(S3) На цьому етапi потрiбно кожен склад замiнити парою нових вершин на 
мережi, яка з’єднується мiж собою ребром. Вартiсть проїзду вздовж такого ребра 
прийняти рiвним вартостi зберігання на вiдповiдному складi, а обмеженнями на 
пропускну здатність виступатимуть потужностi складу. Позначимо отриманий 
план перевезень через X1. Оскiльки при такiй модифiкацiї в планi X1 можуть 
з’явитися перенасиченi ребра, то його знову ж потрібно перевiрити на 
невиродженiсть. Як видно з рисунку 8, саме такою є ситуацiя з планом X1. Вiн 
мiстить лише 9 зайнятих (базисних) ребер, в той час як для його невиродженостi 
100
  Ab1 
Ab4 
  Ab3 
  Ab2 
At1
At2
Ap2 
Ap3 
Ap1 
100 100
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 потрiбно їх мати 10. Отже, число базисних ребер потрiбно розширити за рахунок 
або перенасичених або вiльних ребер. Включимо до числа базисних ребро [A : 
′t2,Ap3], зауваживши при цьому, що такий крок не приводить до появи замкнених 
циклiв з числа базисних ребер. 
 
 
           (+150) 
                                                             (400)                                       (-400) 
                                  5/100                                   5/100 
                                  200  300                               300     300 
300       4         8   150              7                      10                    8 
                                                                                         7 
                                        20 
                       200    (+150)                                 9       (-100) 
   (+100)    8          10                                                 100              12 
                                                                                                                       (-100) 
       6/150                                   5/100 
                       (+200) 
(300) 
 
Рис. 4.4. Перше корегування початкового плану 
 
(S4) Розрахуємо вартiснi витрати на перевезення та зберiгання продукцiї, якi 
пов’язанi з планом X1. Маємо (див формулу (2.7)) 
 
)(24900510083005100103009100
2020154007300510020200815082004300)( 1
иницьгрошовиход
I
=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+
+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=Χ  
 
(S5) На цьому кроцi потрiбно кожнiй вершинi мережi 8 присвоїти певний 
потенцiал. Для цього обираємо довiльну вершину мережi i присвоюємо її 
довiльний початковий потенцiал, який би був достатньо великим. Наприклад, 
вершинi Ab1 припишемо потенцiал 50. Розрахунок потенцiалiв для решти вершин 
проводиться вдовж базисних ребер виходячи з правила 
 
j i ijV V C= +  
100
  Ab1 
  Ab4 
  Ab3 
  Ab2 
At1
At2
Ap2 
Ap3 
Ap1 
100 100
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Рис. 4.5. Модифiкацiя транспортної мережi 
 
Це означає, що знаючи потенцiал вершини i i знаючи, що вздовж базисного 
ребра [i j] проходить вантажопотiк в напрямку вiд вершини i до вершини j, 
потенцiал оснанньої збiльшується на величину показника вартостi перевезень cij. 
Якщо вантажопотiк проходить в протилежному напрямi, то потенцiал вершини j 
вiдповiдно зменшується на величину cij . Результат такого розрахунку показано на 
рисунку 4.6. 
(S5) Перевiрка плану перевезень на оптимальнiсть. Виходячи з критерiю 
оптимальностi (див. спiввiдношення (3.2)–(3.4)), для незайнятих ребер маємо 
наступнi результати: 
Таблиця 4.1 
Перевірка плану на незайнятих ребрах 
 
ребро потенціали Vi - Vj Cij дизбаланс 
[Ab3, Ab4] 58 38 20 10 10 
[Ab4, At2] 38 70 32 6 26 
[Ap1, Ap2] 99 95 4 12 + 
[Ap3, Ap2] 107 95 12 7 5 
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Рис. 4.6. Розрахунок потенцiалiв для плану перевезень X1 
 
Результат перевiрки на оптимальнiсть на перенасичених ребрах є 
наступним: 
ребро потенцiали |vi−vj | cij дисбаланс 
Таблиця 4.2 
Перевірка плану на перенасичених ребрах 
 
ребро потенціали Vi - Vj Cij дизбаланс 
[Ab1, At1] 50 65 15 5 + 
[At1, A't1] 65 89 24 15 + 
[A't1, Ap2) 89 107 18 5 + 
 
Тут знаком «+» позначено тi ребра, на яких немає порушень умов 
оптимальностi. В той час як в колонцi "дизбаланс" проставленi величини 
порушень вiдповiдних умов. 
Як бачимо, умови оптимальностi порушуються лише на незайнятих ребрах. 
Оскiльки найбiльше за величиною порушення має мiсце на ребрi [Ab4,At2], то 
потрiбно перейти до корегування плану X1, включивши ребро [Ab4,At2] до числа 
його базисних ребер. 
(S6) Корегування плану перевезень. На цьому кроцi обираємо цикл на 
мережi, який би мiстив ребро [Ab4,At2], а всi iншi його ребра були б базисними. Як 
видно з рис. 9, таким циклом є 
 
{ }4b2t1b2b4b AA,A,A,A  
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 Сенс корегування на цьому циклi полягає в тому, щоби задiяти ребро з 
порушеннями умов оптимальностi [Ab4,At2] пiд перевезення. Для цього потрiбно 
визначити напрям перевезень i їх обсяг вздовж цього ребра. Напрям обирається 
вiд вершини з меншим потенцiалом у вершину з бiльшим. Отже, в нашому 
випадку це напрям вiд Ab4 до At2. Для визначення обсягу перевезень слiд 
дотримуватися наступного правила: на всiх ребрах циклу, що мають 
спiвнапрямлений вантажапотiк з [Ab4,At2], обсяги перевезень потрiбно збiльшити 
на x*, а на ребрах з зустрiчними перевезеннями – зменшити на таку ж величину x*. 
Звiдси випливає, що значення x* не може бути бiльшим нiж максимальна 
пропускна здатнiсть ребра [Ab4,At2], нiж мiнiмальне значення на зустрiчних 
перевезеннях з [Ab4,At2] потокiв, та нiж мiнiмальне значення рiзницi dij − xij на 
спiвнаправлених маршрутах, тобто 
 { { }
.спінапрijij.,ijзустр,2t,4b
* dminmindmin ΧΧΧ −= }  (4.1) 
 
Зауважимо, що у випадку, коли ребро, на якому порушуються умови 
оптимальностi, було б перенасиченим, то обсяг перевезень слiд обирати за iншим 
критерiєм, а саме 
 { }{ }
.çóñòðijijcï³âíàïðij
* dmin,minmin ΧΧΧ −=    (4.2) 
 
Дiйсно, в цьому випадку на всiх ребрах циклу, що мають спiвнапрямлений 
вантажопотiк, обсяги перевезень потрiбно зменшити на x*, а на ребрах з 
зустрiчними перевезеннями – відповідно збiльшити на таку ж величину x*. При 
цьому зрозумiло, що корегування на перенасиченому ребрi полягає в зменшеннi 
його початкового перевезення на величину x*. 
Отже, виходячи з (4.1), маємо { } 150200,150min* ==Χ . В результатi, 
зменшуючи вантажопотiк на 150 одиниць на ребрах [Ab4,Ab2], [Ab2,Ab1], та [Ab1,At2], 
приходимо до наступного плану перевезень X2 (див. рис. 4.7). Пiдрахуємо його 
вартiсний показник. Отримаємо що на 900 одиниць менше нiж для плану X1. 
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Рис. 4.7. Покращення плану перевезень 
 
2( ) 150 4 50 8 150 8 50 20 150 6 100 5 300 7 400 15
200 20 100 9 300 10 100 5 300 8 100 5 24000( )
I
грошовиходиниць
C = × + × + × + × + × + × + × + × +
+ × + × + × + × + × + × =  
 
Далi, за алгоритмом, слiд перейти до перевiрки отриманого плану на 
невиродженiсть, розстановку потенцiалiв i до пункту (S5). Проте зауважимо, що 
ребро [Ab4,At2] в новому планi X2 перейшло в розряд перенасичених, а на обраному 
циклi не з’явилося інших ребер з нульовими перевезеннями. Отже, базиснi ребра 
не змiнилися, а це означає, що потенцiали при вершинах можна взяти такими ж як 
у попередньому випадку. Таким чином, перевірка умов оптимальностi дає: 
 
Таблиця 4.3 
Перевірка плану на незайнятих ребрах 
 
ребро потенціали Vi - Vj Cij дизбаланс 
[Аb3, Ab4] 58 38 20 10 10 
[Аp1, Ap3] 99 95 4 12 + 
[Аp3, Ap2] 107 95 12 7 5 
 
Таблиця 4.4 
Перевірка плану на перенасичених ребрах 
 
ребро потенціали Vi - Vj Cij дизбаланс 
[Аb1, Аt1] 50 65 15 5 + 
[Ab4, Аt2] 38 70 32 6 + 
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 Продовження таблиці 4.4 
 
[Аt1, А't1] 65 89 24 15 + 
[А't1, Ap2] 89 107 18 5 + 
 
Вибираючи [Ab4,Ab3], як ребро з найбiльшим дизбалансом в умовах 
оптимальностi, переходимо до корегування плану перевезень X2. В повнiй аналогiї 
до попереднього, вибираємо цикл: 
 
{ },A,A,A,A,A 4b3b1b2b4b  
 
в якому [Ab4,Ab3] є єдиним небазисним ребром. Використовуючи попереднi 
рекомендацiї, включаємо ребро [Ab4,Ab3] до перевезень, обравши напрям 
перевезень на ньому вiд вершини Ab4 до Ab3, а обсяг x* обчисливши за правилом 
(4.1), тобто: { } { }* .min min min 150,50 50ijзустрC = C = =  
 
В результатi, зменшуючи вантажопотiк на 50 одиниць на ребрах [Ab4,Ab2], 
[Ab2,Ab1], та [Ab1,Ab3], приходимо до плану перевезень X3 (див. рис. 4.8). 
Пiдрахуємо його вартiсний показник. Отримаємо 
 
3( ) 100 4 50 10 100 8 50 20 150 6 100 5 300 7 400 15
200 20 100 9 300 10 100 5 300 8 100 5 23500(  )
I
умовних одиниць
C = × + × + × + × + × + × + × + × +
+ × + × + × + × + × + × =  
 
що на 500 одиниць менше нiж для плану X2. Легко бачити, що отриманий план є 
невиродженим, якщо його базиснi ребра утворити з числа всiх зайнятих ребер та 
вільного ребра [A:‘p1,Ap3] (див. для порiвняння крок (S3)). Для перевірки цього 
плану на оптимальнiсть, пiдкорегуємо потенцiали вершин транспортної мережi 
(див. рис. 4.6) та перейдемо до перевірки умов оптимальностi. Отримаємо, для 
незайнятих ребер: 
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Рис. 4.8. Покращення плану перевезень 
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Рис. 4.9. Розрахунок потенцiалiв для плану перевезень X3 
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 Таблиця 4.5 
Перевірка плану на незайнятих ребрах 
 
ребро потенціали Vi - Vj Cij дизбаланс 
[Ab2, Ab4] 46 48 2 8 + 
[Ap3, Ap2] 107 111 4 7 + 
 
Таблиця 4.6 
Перевірка плану на незайнятих ребрах 
 
ребро потенціали Vi - Vj Cij дизбаланс 
[Ab1, At1] 50 65 15 5 + 
[Ab4, At2] 48 70 22 6 + 
[At1, A't1] 65 89 24 15 + 
[A't1, Ap2] 89 107 18 5 + 
[A't2, Ap3] 90 111 21 5 + 
 
Таким чином, умови оптимальностi виконуються. Отже, отриманий план 
перевезень є оптимальним i алгоритм завершує роботу. 
Як результат розв’язання поставленої задачi з доставки готової продукцiї 
через склади до мережi споживачiв, маємо наступний план перевезень (див. рис. 
13, де виконано операцiю по реорганiзацiї транспортної мережi, об’єднуючи 
вершини At1 з A′t1 та At2 з A′t2). 
Згiдно з отриманим планом, вартiсть за доставку готової продукції з станцiй-
вiдправникiв до складiв, дорівнює: 
 [ ] 620051002050730061501050810041001 =⋅++⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=optI Χ  
 
Вартiсть за зберiгання продукцiї на складах становить: 
 [ ] 1000020200154002 =⋅+⋅=optI Χ  
 
I вартiсть за доставку продукцiї з складiв до споживачiв (станцiй 
призначення), складає: 
 [ ] 73005100910083001030051003 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=optI Χ  
 
що в сумi дає [ ] [ ] 23500== ∑ optiopt II ΧΧ  умовних грошових одиниць. 
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Рис. 4.10. Оптимальний план перевезень Xopt 
 
5. Варiанти задач для самостiйної роботи 
 
Нехай двоетапна задача з доставки продукцiї вiд станцiй-вiдправникiв до 
станцiй призначення, задана мережею на рис. 4.11. Додатково вважатимемо, що 
доставка готової продукцiї є можливою лише через її перевантаження на складах 
At1 та At2, вартiсть зберiгання на яких вiдповiдно складає 15 та 20 умовних одиниць 
за одиницю продукцiї. 
Необхiдно знайти такий план перевезень, при якому весь обсяг продукцiї 
буде доставлено до споживачiв з мiнiмальними транспортними та складськими 
затратами. Данi до розрахункiв взяти з наступної таблиці 
100 
  Ab1 
  Ab4 
  Ab3 
  Ab2 
At1
At2
Ap2 
Ap3 
Ap1 
100 100 
24
  
           (+150)                                             8/d6                                              4  
                                                                                                           (-200) 
                                  5/d1                                           5/d4 
                                                            (400)                       
            4         8                         7                     10                    8 
                                                                                         7 
                                        20 
                                (+150)                                    9       (-100) 
       (+100)    8           10                                                              12 
                                                                                                                      (-150) 
       6/d3                                   6/d5 
                       (+200) 
(300) 
 
Рис. 4.11. Вихiдна транспортна мережа 
 
Варіант d1 d2 d3 d4 d5 d6 
1 ∞ 150 100 ∞ 120 100
2 ∞ 100 150 100 ∞ 120
3 ∞ 150 100 120 100 ∞ 
4 100 ∞ 120 ∞ 100 100
5 100 ∞ 100 100 ∞ 100
6 100 ∞ 100 100 100 ∞ 
7 120 100 ∞ ∞ 100 100
8 120 100 ∞ 100 ∞ 120
9 120 100 ∞ 100 100 ∞ 
10 ∞ 100 120 ∞ 120 100
11 ∞ 120 100 100 ∞ 100
12 ∞ 100 100 120 100 ∞ 
13 120 ∞ 100 ∞ 100 100
14 100 ∞ 120 120 ∞ 100
15 120 ∞ 100 120 100 ∞ 
16 100 120 ∞ ∞ 120 100
17 100 120 ∞ 100 120 ∞ 
18 100 120 ∞ 100 120 ∞ 
19 100 100 ∞ 100 ∞ 100
20 100 100 ∞ 100 100 ∞ 
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